
  

福建师范大学闽南科技学院教案 
                                 编号：0701 

课时安排：    3 学时 教学课型：理论课√   实验课□   习题课□   实践课□   其它□ 

题目（教学章、节或主题）： 

Ch7  参数估计 

§7.1 点估计 

§7.2 基于截尾样本的最大似然估计 

教学目的要求（分掌握、熟悉、了解三个层次）： 

1) 了解参数估计 

2) 掌握参数点估计 

3) 掌握矩估计法 

4) 掌握极大似然估计 

教学内容（注明：* 重点    # 难点    ？疑点）：  

一.参数估计 （10分钟） 

  参数估计问题：一个总体 X 的分布函数，可以用 ),( xF 表示，其中 X 是一个随机变量， 是一个未

知的参数，如 ),(~ 2NX ,其中
2, 为未知参数。在实际中，总体 ),( xF 的参数通常是未知的，

这时可以利用样本提供的信息，对参数有一个基本的估计，这就是参数估计。 

例1 设某个厂生产彩电寿命X服从正态分布 ),( 2N ，但平均寿命 未知，于是厂家抽查了100台彩

电，测得这100台彩电的样本均值 X =4.2万小时，将这个 X =4.2万小时做为该厂彩电平均寿命 的一个

估计，这种方法叫做参数估计,参数估计分为点估计和区间估计。 

二．点估计 

（一）点估计介绍 （5分钟） 

定义7.1.1  设总体X的分布函数为 ),( xF ,其中  为所有未知参数，从总体中 X 抽取样本

nXXX ,,, 21  ，其观察值为 nXXX ,,, 21  。构造某个统计量

（ nXXX ,,, 21  ），用它的观察值来

估计未知参数 ，则称

（ nXXX ,,, 21  ）为 的估计值，且称此为 的估计量。象这种估计称为 的

一个点估计。例如在上述例子里。可以将 2.4 x 万小时做为平均寿命一个估量值。 

从定义看，任何一个统计量都可以作为未知参数的一个估计量，但是否合理需要验证，下面介绍两种

符合一定理论的估计方法。 

（二）矩估计法 （45分钟） 

设在总体X的分布函数 ),( xF 中， 代表 k ,..., 21 未知参数（有 k 个参数）。假定总体的矩的 k 个

原点矩存在，则这些矩可表示为 的函数,即 r
r gXE )( （ ),..., 21 k 其中 r =1，2，…, k .取r阶样本

原点矩A r 作为总体k阶原点矩的估计量，即有方程组 
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则称 r

叫做 r 的矩估计量，这种方法称为矩估计法。 

例2 设总体X具有均值 和方差
2 ，但未知，求它们的矩估计量。 

解 设从总体 X 中具一个样本 nXXX ,,, 21  ,则样本矩 
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而总体矩 )(XE ,
22 )]([)()( XEXDXE  =

22   （ , 均未知） 

由矩法估计，用样本矩作为总体矩的估计，得 
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则总体均值 可用样本均值来估计，总体方差
2 可用样本二阶中心矩来估计。 

例3 在某校初三毕业班期末语文成绩中随机取9人，分数分别为78，75，85，71，89，65，55，63，

94。试估计该校初三毕业班语文成绩的平均分和方差。 
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例4  总体 ],[~ baUX ，其中 ba, 未知，试求 ba, 的矩估计量。 

解   E（X）=
2

ba 
, D（X）=

12

)( 2ba 
, 则E（X

2
）=D（X）+E（X）

2
=
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 设 X 为样本均值， 2B 样本二阶中心矩，根据矩估计法 
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得 23BXa     23BXb 


 

 （三）极大似然法估计 （15分钟） 

极大似然法估计是急于概率最大事件最可能出现思想来估计参数。下面结合例子介绍极大似然估计

法的思想和方法。 

设一袋中装有红与白两球，设P是从袋中随机摸到白球的概率，p是未知的，现估计p，做放回抽样，

摸球10次，其结果是3次白球7次红球，则发生这种事件的概率L（P）=P
3
（1-P）

7
 

在随机抽取中有3次白球7次红球，说明发生这种事件的概率很大，即L（P）很大，问什么时候是最

大，则发生该事件组最有可能？ 

 0)1()1(3,0
)( 6372  pppp

dp

pdL
, 得p=0.3 

即p=0.3时，L（P）最大，发生该事件概率最大，根据这种思想则可以求出参数p。 

1) 似然函数（10分钟） 

设总体X是离散型随机变量，分布律 ),()( xpxXP  ，其中 是未知参数，当样本 nXXX ,,, 21 

得 到 一 组 观 察 值 nxxx ,,, 21  时 ， 由 样 本 的 独 立 同 分 布 ， 记
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)(L 为似然函数。同理可以定义连续函数的似然函数 )(L = ),(
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2) 极大似然估计法（25分钟） 

根据极大似然估计法的思想，就是估计参数 ，使极大似然函数值最大。 

A 若只有一个参数，则可解



d

dL )(
=0 ，得 


 做为参数估计值 

B 若多于一个以上 参数，则解方程组 
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 解得 ,,...,,ˆ
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将它们做为参数 n ,...,, 21 的



  

估计值。特别有
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例5 设总体 ),(~ pmBX ， nXXX ,,, 21  为样本观察值，求 p 的极大似然估计值和极大似然估计

量。（15分钟） 

解：总体X的分布律为 ),,2,1,0()1(),()( mxppCpxpxXP xmxx
m  

. 

   所以似然函数为  
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例6  该总体 ),(~ 2NX ，其中
2, 都是未知参数， nXXX ,,, 21  为样本观察值。（15分钟）

解  似然函数L（
2, ）= 
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（
2 作为一个整体） 
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（同矩估计值一样） 

 

教学方式、手段：讲授、示教 

教学媒介：教科书、板书、多媒体课件 



  

板书设计： 

 

定义，定理，性质等一些概念性的内容 图形，例题，习题的演算 

 
思考题、作业： 

思考题：1。矩估计与极大似然估计得到的结果是否会一样的？ 

作业：习题7、 1、2、4   

参考书目： 

1．《概率论》，复旦大学编，北京：高等教育出版社，1979。 

2．《概率论与数理统计》，浙江大学数学系高等数学教研组编，人民教育出版社，1979。 

3．《概率论与数理统计》，王松桂，程维虎，高旅端编，北京：科学出版社，2000 

 

教师姓名：傅金波         职称：讲师        年   月   日 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

福建师范大学闽南科技学院教案 
 

                                 编号：0702 

课时安排：    3 学时 教学课型：理论课√   实验课□   习题课□   实践课□   其它□ 

题目（教学章、节或主题）： 

CH7 参数估计 

§7.3 估计量的评价标准 

§7.4 区间估计 

教学目的要求（分掌握、熟悉、了解三个层次）： 

1) 掌握参数估计中三种常用评价标准及它们的使用， 

2) 确定置信区间以及正态总体的置信区间 

教学内容（注明：* 重点    # 难点    ？疑点）： 

一．估计量的评价标准 

（一） 无偏性（20分钟） 

定义：设 ),...,,( 21 nXXX


 的数学期望等于参数 ，即E（  )


，则称 ),...,,( 21 nXXX


是参数

的无偏估计量，反之称为有偏估计量。 

例1 设总体 X 服从任意分布，且E（X）= 2)(,  XD ， nXXX ,,, 21  是样本。证明样本均值 X 和

样本方差S 2
分别是 和

2 的无偏估计。（与矩法估计的 X 和B 2 比较） 

证明：E（ X ）=E（ 
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所以E（S )2 = 2 为无偏估计 

例2 设X~N（
21, ）， 21 , XX 为其随机样本，考虑 的三个统计量 
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 证明它们都是 的无偏估计 

证明：E（ 1̂ ）=1/3 )( 1XE +2/3 )( 2XE =1/3E（X）+2/3E（X）=E（X）=  

     同理可E（ 2̂ ）=E（ 2


）=  

（二） 有效性（10分钟） 

定义 设 ),...,,( 2111 nXXX


 和 ),...,,( 2122 nXXX


 是 的两个无偏估计量，若D（ )() 21 


D

则称 1

比 2

有效。 

当 的两个无偏估计量 1

和 2

的取值都在 周围波动，但若 1


取值比 2


取值更集中在 的附近，便

认为以 1

来估计 2


更好些。 

例3  设总体 )1,(~ NX ， 21 , XX 为其样本，记 

214213212211 5/35/2ˆ,2/12/1ˆ,4/34/1ˆ,3/23/1ˆ XXXXXXXX   ，这四个无

偏估计量中，最有效的是 3 。 

解： D（ 1̂ ）=5/9; D（ 2̂ ）=10/16;  D（ 3̂ ）=1/2; D（ 4̂ ）=13/25. 

故最有效的量是 3̂  

（三） 一致性（10 分钟） 

定义  若对任意 ,0 有 1)|ˆ(|lim 


 n
n

P , 则称 n̂ 是 的一致估计量。此性质在样本容量很

大时才起作用 

例4   样本均值 X 是总体数学期望 的一致估计量. 

证明  设E（X）= ，D（X）= 2 ， nXXX ,,, 21  是其样本，则E（ X ）= ，D（ X ）=
n

2
 

利用切比雪夫不等式P{  X }=P{  )(XEX }
2

2

2

)(




 n

XD
  

                 P{  X }=P{  ˆ }
2

2

1


n

  

1||ˆ{|lim 


P
n

,故 ̂ = X 是 的一致估计量. 

二．正态总体参数的区间估计 （20分钟） 

例5 设总体 ),(~ 2NX ，其中 12  ，  未知。对给定的样本 nXXX ,...,, 21 ，由极大似然估计

知 的点估计为 X̂ ,现在来找区间估计。 



  

定义  设 是总体 X 的未知参数，若有由样本 nXXX ,...,, 21 确定的两个统计量 = ( nXXX ,...,, 21 )

及   ( nXXX ,...,, 21 )，对给定的 )10(   ，满足   1}{P ，                

便称随机区间 ),(  为未知参数 的置信度为 1 的置信区间，并分别称 及 是 的置信下限及置信

上限。而确定 的置信区间的过程，称为 的区间估计。在不致混淆的情况下，置信区间及其观察区间

统称为置信区间，在具体抽样后所求得的置信区间均指相应的观察区间。 

对于给定的置信度1-和来自总体 X 的容量为 n 的样本 nXXX ,...,, 21 ，可按以下步骤确定未知参

数 的置信区间： 

（１） 取一个未知参数 的较优的点估计 ）（ nXXX ,...,,ˆ
21 ，最好是无偏的； 

（２） 从 ）（ nXXX ,...,,ˆ
21 出发，找一个样本函数 ）；（ nXXXWW ,...,, 21 ，其分布已知，

且只含惟一一个未知参数 ； 

（３） 确定适当的常数 a 和b ，使    1bWaP ； 

（４） 由 bWa  解出 ，得出其等价形式 ),...,,(,...,, 2121 nn XXXXXX  ）（ 。于是，

)( ， 是 的置信度为 1 的置信区间，这时有 P { < < }= 1 。 

（一）．单个正态总体参数的区间估计 

1. 设总体 ),(~ 2NX ,
2 为已知，又 nXXX ,...,, 21 为总体样本，求 的置信度为 1 的置信

区间。（20 分钟） 

2. 设总体 ),(~ 2NX ,
2 未知。又 nXXX ,...,, 21 为总体样本，求 的置信度为 1 的置信区

间。（15 分钟） 

                          

例 6 从刚生产出来的一大堆钢珠中随机抽出 7个，测量它们的直径（单位：mm）为 

5.52, 5.41, 5.18, 5.32, 5.64, 5.22, 5.76 

若钢珠直径 ),(~ 2NX ，试求总体均值 的置信度为 95％的置信区间：（1）若已知 16.0 ；（2）

若 未知。 

3. 设总体 ),(~ 2NX ， 已知，又 nXXX ,...,, 21 为总体样本，试求
2 的置信度为 1 的置

信区间。（20 分钟） 

4. 设总体 ),(~ 2NX , 未知，又 nXXX ,...,, 21 为总体样本，试求
2 及 的置信度为 1 的

置信区间。（20 分钟） 

 

例 7  设某自动车床加工的一种零件的长度 ),(~ 2NX 。现从产品中随机抽取 16 件，测得它们的长

度（单位：mm）为：  



  

12.15， 12.12,  12.01,  12.28,  12.08,  12.16,  12.03,  12.06 

12.01， 12.13,  12.07,  12.11,  12.08,  12.01,  12.03,  12.06 

试求长度 X 标准差 的置信度为 0.95 的置信区间。 

教学方式、手段：讲授、示教、练习 

教学媒介：教科书、板书 

板书设计： 

定义，定理，性质等一些概念性的内容 图形，例题，习题的演算 

 
讨论、思考题、作业： 

作业：已知 nXXX ,,, 21  为指数分布   f（x）=











0,0

0,
1

x

xe
x



 的一个样本。 

证明   iXnX /11 是 的一个极大似然无偏估计量。 

参考书目： 

1．《概率论》，复旦大学编，北京：高等教育出版社，1979。 

2．《概率论与数理统计》，浙江大学数学系高等数学教研组编，人民教育出版社，1979。 

3．《概率论与数理统计》，王松桂，程维虎，高旅端编，北京：科学出版社，2000 

 

教师姓名：傅金波         职称：讲师        年   月   日 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

福建师范大学闽南科技学院教案 
 

                                 编号：0703 

课时安排：    2 学时 教学课型：理论课√   实验课□   习题课□   实践课□   其它□ 

题目（教学章、节或主题）： 

GH7 参数估计 

§7.5 正态总体参数的区间估计 

教学目的要求（分掌握、熟悉、了解三个层次）： 

1）掌握双正态总体参数的区间估计 

教学内容（注明：* 重点    # 难点    ？疑点）： 

一．两个正态总体参数的区间估计情形 

1. 设正态总体 ),(~ 2
11 NX 与正态总体 ),(~ 2

22 NY 相互独立，
1

,,, 21 nXXX  , 
2

,,, 21 nYYY  分

别为总体 X ，Y 的独立样本，且方差
2
1 和

2
2 均为已知，求 1 - 2 的置信度为1- 的置信区间。 

  （20分钟） 

  引用服从标准正态分布的统计量 
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于是有 1 - 2 的置信度为1- 的置信区间为 

  （ YX U 2/
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 ， YX  U 2/

2

2
2

1

2
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nn


 ） 

2. 设正态总体 ),(~ 2
11 NX 与正态分布 ),(~ 2

22 NY 相互独立， nXXX ,,, 21  和
2

,,, 21 nYYY  分

别为总体 X ，Y 的样本，且方差
2
1 = 2

2 = 2 未知，求 21   的置信度为1- 的置信区间。（30分钟）

此时，利用第六章th6.4中统计量 
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不难由此求得 21   的置信度为1- 的置信区间为 

（
21

212/

11
)2(

nn
SnntYX w   ，

21
212/

11
)2(

nn
SnntYX w   ） 

例1  为了估计灌溉制度对水稻产量的影响，现选20块条件大致相同的土地。10块采用A种灌溉制度，

另外10块采用B种灌溉制度，得亩产量（单位：kg） 



  

A种亩产量：326，332，335，340，355，367，363，368，374，366 

B种亩产量：264，270，275，276，299，312，290，306，262，286 

设两种灌溉制度下亩产量都服从正态分布，且方差相同，求两种灌溉制度下平均亩产量之差 21  

的置信度为0.90的置信区间。 

解  本题 ,5524.2)18()2(,10.0,10,10 05.02/  tnntnn BABA   

       经计算得： 4.306,284,7.310,6.352 22  BBAA sxsx  

       从而有 

             S ,55.308
2

)1()1(

21

2
22

2
112 





nn

SnSn
w  

             S w =17.5656 

 故所求置信区间为（48.54，88.66） 

3. 设正态总体 ),(~ 2
11 NX 与正态总体 ),(~ 2

22 NY 相互独立，
2

1, SX 是总体 X 的容量为 1n 的样

本均值和样本方差
2
2, SY 是总体Y 的容量为 2n 的样本均值和样本方差。

2
2

2
121 ,,,  均为未知，求

2
2

2
1 / 的置信度为1- 的置信区间。（30分钟） 

  依条件，统计量 

           （ 11 n ）S 2
1

2
1 / ~ 2 （n 11 ） 

             （n 12 ）S 2
2 / 2

2 ~ )1( 2
2 n  

    且相互独立，故由F分布定义 
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上述F统计量不含除
2
2

2
1 , 之外其他未知参数，所以由此可得 

    P{F )1,1()1,1( 212/2
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2
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得到
2
2

2
1




的置信度为1- 的置信区间为 

（
)1,1(

,
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例2  两正态总体N（ ), 2
11  ，N（ ), 2

22  的参数均为未知。依次取容量为13，10的两独立样本，测

得样本方差s 29.5,41.8 2
2

2
1  s ，求两总体方差比

2
2

2
1




的置信度为90%的置信区间。（10分钟） 



  

  因为 10.0,10,12 21  nn 查附表得 

    F )1,1( 212/  nn =F 07.3)9,12(05.0   

    F )1,1( 212/1  nn =F
80.2

1

)12,9(

1
)9,12(

05.0
95.0 

F
 

         而 59.1
29.5

41.8
2
2

2
1 

s

s
所以

2
2

2
1




的置信区间为 

         （1.59/3.07，1.59/2.80）=（0.52，4.45） 

教学方式、手段：讲授、示教 

教学媒介：教科书、板书、多媒体课件 

板书设计： 

定义，定理，性质等一些概念性的内容 图形，例题，习题的演算 

 
思考题、作业： 

讨论：置信区间长度取值与准确值之间如何调整？ 

作业：习题7 13、16、19 

参考书目： 

1．《概率论》，复旦大学编，北京：高等教育出版社，1979。 

2．《概率论与数理统计》，浙江大学数学系高等数学教研组编，人民教育出版社，1979。 

3．《概率论与数理统计》，王松桂，程维虎，高旅端编，北京：科学出版社，2000 
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福建师范大学闽南科技学院教案 
 

                                 编号：0704 

课时安排：    2 学时 教学课型：理论课√   实验课□   习题课□   实践课□   其它□ 

题目（教学章、节或主题）： 

CH7 参数估计 

§7.6 （0－1）分布参数的区间估计 

§7.7 单侧置信区间 

教学目的要求（分掌握、熟悉、了解三个层次）： 

1) 总体分布已知时，对未知参数用大样本作区间估计. 

2) 在总体分布未知下利用大样本进行总体分布参数区间估计的问题. 

教学内容（注明：* 重点    # 难点    ？疑点）： 

1.（0-1）分布参数的区间估计（30分钟） 

    设总体X服从（0-1）分布，分布律为  f（x；p）=p x（1-p） x1 x=0，1, 其中参数p（0 1 p ）

未知，欲求其置信度为1- 的置信区间。就要利用某些有关统计量的极限分布对参数作近似的区间估计。

利用极限分布进行参数估计，要求样本容量比较大，这样的样本称为大样本。根据经验，样本容量n50
为好。 

 现设 nXXX ,,, 21  为总体X的大样本，因此 iX 服从二项分布 ),( pnB ，其均值与方差分别是np

和np（1-p）。根据中心极限定理，当n很大时，下述标准化随机变量 

Z=
)1()1( pnp

npXn

pnp

npX i








渐近服从于N（0，1）从标准正态分布表中查得双侧 分位点 2/U ，

使P{ 2/
)1(

U
pnp

npXn





}  1  

括号内的不等式等价于（n X -np）
2 2

2/U np（1-p） 

经整理得   （n+U
2

2/ ）P
2
-（2n X +

2
2/U ）P+n 02 X , 改写该二次不等式为 ap

2
+bp+c 0  

解得参数p的置信度近似为1- 的置信区间 

（ 21 , pp ）=（ )
2

4
,

2

4 22

a

acbb

a

acbb 
 

其中，a=n+
2

2/U ，b=-（2n X

+U

2
2/ ），C=n

2X  

例1  从一批同类产品中抽取的100个样品中含60个一级品，试求该批产品一级品率 p 的置信度为95%

的置信区间。 

解  以 X 记随机抽取的一件产品中含一级品的数目，则 X 服从参数p的（0-1）分布，样本容量n=100，

属于大样本，样本均值 x =60/100=0.6。又因 84.3,96.1,05.0 2
2/05.02/05.0  UU  



  

所以a 84.10384.3100  ， 84.123)84.36.01002( b ， 

366.06.0100 c 。 

    )69.0,50.0(),( 21 pp  

即大约有95%的可靠性说一级品率p介于区间（0.50，0.69）。 

2  大样本下总体均值的区间估计（30分钟） 

   设总体X具有任意的分布，且其均值 )(XE 和方差
2 =D（X）都存在，但均未知。试用样本

nXXX ,,, 21  对总体的均值 作区间估计。 

   考虑 的点估计 X ，有中心极限定理知，当n很大时，X 近似服从正态分布，又E（ X ）= ，D（ X ）

=
n

2
，所以

n

X

/


渐进服从N（0，1）。 

   给定 ，查标准正态分布的上侧 2/ 分位点 2/U ，p{ 2/UZ  }=P{ 2/
/




U
nS

X



}  1  

则区间（ 2/2/ ,  U
n

S
XU

n

S
X  ）是 的置信度等于1- 的置信区间。 

例2   从轮胎制造厂生产的一大批同类轮胎中，随机抽取100只进行测试，求得平均寿命 x =32000

公里，样本的标准差s=4000公里，试求该批轮胎平均寿命 的95%的置信区间。 

解  此题寿命总体X的分布类型。均值及方差均未知。样本的容量n=100比较大，可以考虑用大样

本对轮胎的平均寿命 作区间估计。 

       已知 x =32000s=4000，查出U 96.12/05.0  ，求得 

（ 2/2/ ,  U
n

s
xU

n

s
x  ）=（31216，32784）是轮胎平均寿命  的置信度等于95%的置信区

间。 

3  大样本下两总体均值差的区间估计（30分钟） 

设 两 总 体 X 与 Y 的 分 布 是 任 意 的 ， 且 均 值 与 方 差 都 存 在 ， 分 别 记

)(),(),(),( 2
22

2
11 YDYEXDXE   ，它们都是未知的，今独立地分别从两总体中各取一容

量为 1n 与n 2 的样本，算得样本均值分别为 X 与Y ，样本方差分别为S 2
1 和

2
2S 。现欲对两总体的均值差

21   作区间估计。 

解  由中心极限定理知，当 1n ，n 2 都大时，X 和Y 分别近似于正态分布N（ ),
1

2
1

1 n


 和N（

2

2
2

2 ,
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 ）

z。再由样本的独立性，容易推出 YX  近似于正态分布N（ ),
2

2
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1

2
1

21 nn
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其标准化随机变量
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2
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渐进服从标准正态分布N（0，1）未知参数用无偏估计样本方差

2
1S 和

2
2S 代替，则给定置信度1- ，求得 21   的置信度为1- 的置信区间（ YX  -U

2

2
2

1

2
1

2 n

S

n

S
 ，

2

2
2

1

2
1

2 n

S

n

S
UYX   ）。 

教学方式、手段：讲授、示教 

教学媒介：教科书、板书、多媒体课件 

板书设计： 

定义，定理，性质等一些概念性的内容 图形，例题，习题的演算 

 
思考题、作业： 

作业：习题7 21、23、25 

参考书目： 

1．《概率论》，复旦大学编，北京：高等教育出版社，1979。 

2．《概率论与数理统计》，浙江大学数学系高等数学教研组编，人民教育出版社，1979。 

3．《概率论与数理统计》，王松桂，程维虎，高旅端编，北京：科学出版社，2000 
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